
كه  قضيه هاست  اثبات  می ديم  انجام  هندسه  تو  كه  كارهايی  از  يكی 
اثبات ها به چه  شايد خيلی ها دوسش ندارن و با خودشون می گن اين 

دردمون می خوره؟!!
شايد فک كنيد هيچ وقت از اثبات ها تو زندگيتون استفاده نكنيد و فقط به 
درد نمره امتحانتون بخوره!! ولی اثبات ها باعث می شن كه درست فكر كنيد 

و بهت ياد می دن كه خيلی منظم و دقيق بين افكارت ارتباط برقرار كنی!
اين ها زندگيتون رو بسيار ساده تر می كنند. باور كنيد!!!

خلاصه اين كه هندسه نكته های جذاب زيادی واسه زندگی داره!
و  كشيدن  رو  كتاب  اين  تأليف  زحمت  كه  عزيز  صارمی  كيوان  استاد  از 

هم چنين همۀ بچه های گروه تأليف و توليد خيلی سبز بسيار ممنونيم



بدانيد است»؛  بايد  اين كتاب «آن چه  بهتون بگم  خلاصه و مفيد بخوام 
يعنی هر چی لازمه رو براتون آوردم و هر چيزی كه جاش تو اين كتاب 
نبود نياوردم. راستش سخت ترين قسمتش هم همين نياوردنا بود. (حالا 
نمی دونم چه قدر موفق بودم تو اين زمينه.) در تأليف اين كتاب خيليا به 

من كمک كردن؛ جا داره ازشون تشكر كنم:
 مهندس سبزميدانی كه به من اصولِ كتاب نوشتن رو ياد دادن. ممنونم 

بابت همه چيز.
 پيام ابراهيم نژاد كه راهنمايی كرد منو.

 احسان حسينيان كه اعتماد داشت بهم.
توليد كتاب رو  توليد خيلی سبزمون كه زحمت   و همۀ دوستان واحد 

كشيدن. دمتون گرم. 



دایره ۹فصل اول 

تبدیل های هندسی و کاربردها ۷۴فصل دوم 

روابط طولی در مثلث ۱۰۸فصل سوم 
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مفاهیم اولیۀ دایره

ثابت فاصله ای  از یک نقطهء  از صفحه که  نقاطی  دایره به مجموعه 

ثابت دارند، دايره می گوییم. به نقطهء ثابت، مرکز و به فاصلهء ثابت، شعاع 
دایره گفته می شود.

 O دایره ای را که مثل شکل روبه رو مرکزش
 C O r( , ) و شعاعش r باشد، به صورت 

نمایش می دهیم.
چند تعریف مقدماتی از دایره

قبلا با مفاهیمی مثل شعاع، وتر، کمان و ... 
آشنا شدید. برای این که این مفاهیم یادتان 

بیاید به شکل مقابل توجه کنید:
 

وضعیت نقطه و دایره وضعیت نقطه و دایره با توجه به فاصله ای که 

آن نقطه از مرکز دایره دارد، مشخص می شود. نگاه کنید:
رابطهشکلوضعیت نقطه و دايره

OA نقطه خارج دایره r>

OA نقطه روی دایره r=

OA نقطه داخل دایره r<



۱۱ فصل اول: دایره   

یشترین و کم ترین فاصلۀ یک نقطه از دایره

به شکل هایی که برایتان کشیدم توجه کنید. همان طور که می بینید نقطهء 
 M چه داخل دایره باشد و چه خارج از آن، وقتی خطی که از نقطهء M
و مرکز دایره می گذرد رسم بشود، نزدیک ترین نقطه به M و دورترین 
d و  از مرکز   M اگر فرض کنیم فاصلهء  از آن پیدا می شود. حالا  نقطه 
شعاع دایره r باشد, بیشترین و کم ترین فاصلهء M از دایره برابر هستند با:

 MA = = بیشترین فاصله +d r  
 MB d r

M

= = -
¯

¾±ÅIÎ  ¸ÄoUï´¨
SwH  ½oÄHj  ZnIi ÂT¤».

r یا d
M

-
¯

.SwH  ½oÄHj  ®iHj  ÂT¤»

 

مرکز  فاصلهء  به  توجه  با  دایره  و  وضعیت خط  وضعیت خط و دایره  

دایره از خط یا تعداد نقطه های مشترک خط و دایره مشخص می شود. 
این موضوع را در جدول زیر ببینید:

تعداد نقاط مشترکرابطهشکلوضعیت خط و دايره

OHمتقاطع r<2

OHمماس r=1
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تعداد نقاط مشترکرابطهشکلوضعیت خط و دايره

OHمتخارج r>۰

بر  تماس  نقطهء  در  دایره  قطر(  )یا  شعاع 
خط مماس عمود است و برعکس. یعنی 
دایره  که  از  انتهای شعاعی  اگر خطی در 
روی دایره است، بر آن شعاع عمود باشد، 

حتماً این خط بر دایره مماس است:
d بر دایره مماس است. OH dÛ ^  

نقطۀ M بيرون دايرۀ C مفروض است. اگر دورترين و نزديک ترين 
نقطۀ دايرۀ C به نقطۀ M به ترتيب به فاصلۀ ۸ و ۲ واحد از آن قرار 
داشته باشند، طول مماس مرسوم از نقطۀ M بر دايرۀ C كدام است؟

 3 2 )۴  ۴ )۳  13 )2   3 5/ )1
 گزينۀ «۳» اول شکل مسئله 
را به همراه شعاع عمود بر مماس رسم 
مسئله  این که  به  توجه  با  می کنیم. 
کم ترین و بیشترین فاصلهء M از دایره 

را داده است، می نویسیم:
 d r
d r d d

r d

d r+ =
- ={ ¾®¾ = Þ =+

-

+ =

¯

8

2
2 10 5

8

ÂvÄ¼¹º ¾{IM SwH¼e

ÁnHm¬ïÁI]]¾ ®¾¾¾ =r 3  



۱۳ فصل اول: دایره   

مثلث  در  فیثاغورس  کمک  به  می توانیم   d و   r داشتن  با  حالا 
OTM، طول مماس MT را محاسبه کنیم:

r MT d MTd
r

2 2 2 2 2 25

3
3 5+ = ¾ ®¾¾ + ==

=  
Þ = - =MT2 25 9 16  Þ =MT 4  

مستطيل   ABCD چهارضلعی  مقابل  شكل  در 
است.  مماس  دايره  بر   CD كه  طوری  به  است 
CE باشد، شعاع دايره برابر  == 8 AB و == 12 اگر

كدام است؟
 1۳ )2    12 5/ )1
1۴ )۴    13 5/ )۳

و  مماس  دایره  بر   CD که  آن جایی  از   «۲» گزينۀ   
 AD است، مرکز دایره روی ضلع AD CD^

قرار دارد. )نقطهء O را در شکل مقابل ببینید.( 
 OE OD r= = باشد،   r دایره  شعاع  اگر 
 AD را بر EH عمود E است. حالا اگر از نقطهء
رسم کنیم، مستطیل DHEC ساخته می شود 

نتیجه  در  و   CD HE= =12 و   DH EC= = 8 آن  در  که 
OH است. حالا با استفاده از قضیهء فیثاغورس در مثلث  r= - 8

OHE، مقدار r را به دست می آوریم:

 OE OH EH r r2 2 2 2 2 2
8 12= + Þ = - +( )  

Þ = - + + Þ = Þ =r r r r r2 2
16 64 144 16 208 13  
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همه چیز راجع به زاویه ها و وترها در دایره

مرکز  آن  رأس  که  زاویه ای  به  زاویۀ مرکزی 

دایره و اضلاع آن شعاع های دایره هستند، زاویهء 
a در شکل مقابل  زاویهء مرکزی می گوییم. مثلاً 
یک زاویهء مرکزی است. اندازهء زاویهء مرکزی برابر با 

اندازۀ کمان مقابلش است؛ یعنی:
 a = AB  

طول  با  این است که معمولاً   دلیل تأکیدم روی کلمهء «اندازه» 
اشتباه گرفته می شود. حواستان باشد، طول و اندازهء کمان با هم فرق دارند.

برای درک بهتر این موضوع به سه دایرهء هم مرکز 
مرکزی  زاویهء  تعریف  طبق  نگاه  کنید.  روبه رو 
 a = ¢ = ¢ = ¢AA BB CC   می توانیم بنویسیم: 
CC¢ اندازه های  BB¢ و ، AA¢ این یعنی کمان های
طول های  که  است  واضح  اما  دارند،  یکسانی 

AA؛ پس طول کمان یک چیز است و  BB CC¢ < ¢ < ¢ یکسانی ندارند:
اندازهء کمان چیز دیگری!

بین طول و اندازهء کمان این رابطه برقرار است:

 ·Iµ¨ Ï¼ö
·Iµ¨  ·A  â½pHkºH

½oÄHj  ôÃd¶= ´
360



یعنی برای کمان AB در شکل مقابل می توانیم 

= ´a p
360

2 rAB طول بنویسیم: 



۱۵ فصل اول: دایره   

مقابل  شكل  مطابق   C O( , )2 دايرۀ 

4 و
3

pp مفروض است. اگر طول كمان AB برابر

3 باشد، زاويۀ AOC را به دست  2BC AB ==

آوريد.
 طول کمان AB و شعاع دایره را داریم، پس می توانیم اندازهء 

کمان AB را به دست بیاوریم؛ ببینید:

AB طول کمان = ´
AB ·Iµ¨  â½pHkºH

½oÄHj  ôÃd¶
360



 

Þ = ´ ´ Þ =4

3 360

2 2
4

3

4

360

p pAB AB� �
� �( )  

Þ = =AB�
�

�360

3
120  

3 است؛ پس: 2BC AB = از طرفی به گفتهء سؤال

3 2 3 2 120 80
120BC AB BC BCAB� � � �� � ��

= ¾ ®¾¾¾ = ´ Þ ==  

ABC را نگاه می کند،  زاویهء AOC یک زاویهء مرکزی است که کمان
AOC ABC AB BCÆ = = + = + =� � � � � �

120 80 200 بنابراین: 
زاویۀ محاطی به زاویه ای که رأس آن روی محیط دایره و اضلاع آن 

وترهایی از دایره هستند، زاویهء محاطی می گوییم. 
a یک زاویهء محاطی  مثلاً در شکل مقابل، زاویهء
مقابلش  زاویهء محاطی نصف کمان  اندازهء  است. 

است؛ یعنی:
a = AB



2
 

 



هندسه یازدهـم ۱۶

در هر دایره:
یک  به  رو  محاطی  زاویه های  اندازهء   

کمان، با هم برابرند.
 a = AB



2  
 

90 است.  زاویهء محاطی رو به قطر

 Æ Æ ÆC D E= = = =180

2
90



  
 

است.  دايره  قطر   AD مقابل  شكل  در 
150 باشد،  اگر مجموع زاويه های B ،A و C برابر

زاويۀ ACE را به دست آوريد.

 
 همان طور که از شکل پیداست، زاویه های 
ED هستند؛  محاطی B ،A و C همگی رو به کمان
a بگذاریم. سؤال  پس می توانیم همهء آن ها را برابر

150 است؛ بنابراین: می گوید جمع این زاویه ها

a a a a a+ + = Þ = Þ =150 3 150 50
    



۱۷ فصل اول: دایره   

حالا خوب به زاویهء ACD نگاه کنید. همان طور که می بینید این زاویه 
ACDÆ و در نتیجه: = 90

 رو به قطر AD است، پس
 ACDÆ = Þ + = ¾ ®¾¾ + ==

90 90 50 90
50   



b a ba  
Þ =b 40

  
زاویۀ ظلی به زاویه ای که رأس آن روی محیط دایره، یک ضلع آن 

وتری از دایره و ضلع دیگرش مماس بر دایره 
a در  باشد، زاویهء ظلی می گوییم. مثلاً زاویهء
شکل مقابل یک زاویهء ظلی است. اندازهء این 
کمان  نصف  محاطی  زاویهء  مثل  هم  زاویه 

مقابلش است، یعنی:
a = AB



2
  

در شكل مقابل A نقطۀ تماس است. 
اندازۀ  باشد،   Æ / ÆA A1 21 5== و  BC� �== 92 اگر

ACB را به دست آوريد. كمان

 
بنابراین است؛   BC کمان  به  رو  محاطی  زاویهء   ، ÆA

، A1 زاویه های جمع  که  است  واضح  است.   ÆA BC= = =
� �

�
2

92

2
46

Æ Æ ÆA A A
1 2

180+ + =  180 باشد، پس داریم:  A باید A2 و

 Æ
Æ / Æ

/ Æ Æ / ÆA
A A

A A A=
=

¾ ®¾¾¾ + + = Þ =46

1 5
2 2 2

1 2

1 5 46 180 2 5 134


    

Þ = ´ =A
2

134

2 5

4

4
53 6





/ /  
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ÆA2 یک زاویهء ظلی رو به کمان AC است؛ بنابراین: از طرفی

Æ / /A AC AC AC
2

2
53 6

2
107 2= Þ = Þ =

� � �� �  

بنابراین اندازهء کمان ACB برابر می شود با:
 ACB AC BC� � � � � �= + = + =107 2 92 199 2/ /  

زاویۀ بین دو وتر به زاویه ای که از برخورد دو وتر در داخل دایره ساخته 

می شود، زاویهء بین دو وتر می گوییم. مثلاً 
است.  این چنین   a زاویهء مقابل  در شکل 
محاسبه  زیر  رابطهء  از  زاویه  این  اندازهء 

می شود:
a = +AC BD 

2   
زاویۀ بین امتداد دو وتر به زاویه ای که از برخورد امتداد دو وتر در 

خارج از دایره ساخته می شود، زاویهء بین امتداد دو وتر می گوییم.
a در شکل مقابل همین طور  مثلاً زاویهء
به  زیر  رابطهء  از  زاویه  این  اندازهء  است. 

 a = -AC BD 

2
دست می آید: 

aa را  در شكل مقابل y ،x و
به دست آوريد.

(تمرين کتاب درسی)   

 



۱۹ فصل اول: دایره   

31 است؛ پس:  زاویهء بین امتداد دو وتر در خارج از دایره،

 31
2

62 1
 = - Þ - =x y x y ( )  

91 است، پس:  زاویهء بین دو وتر در داخل دایره هم

 91
2

182 2
 = + Þ + =x y x y ( )  

a را به دست می آوریم: حالا با حل دستگاه زیر، اول x و y و بعد

 x y

x y
x x

- =

+ =

ì
í
ï

îï
¾ ®¾ = Þ =+62

182

2 244 122





   

x y
yy y+ =¾ ®¾¾¾ = ¾ ®¾¾¾ = = =182

60
2

60

2







ÁnHm¬ïÁI]
»n  ÂöId¶

.SwH ¾M
a a 330

  

اگر است.  دايره  مركز   O مقابل،  شكل  در 
چند   C1 زاويۀ باشد،   ÆB == 35

 و  ÆA == 65


درجه است؟
۶1 )2   ۶۰ )1

  ۶۳ )۴   ۶2 )۳

 گزينۀ «۱» زاویه های A و B محاطی هستند، پس:

 
Æ

Æ

Æ

Æ

A TB TB

B AT AT

A

B

= ¾ ®¾¾ =

= ¾ ®¾¾ =

ì

í
ïï

î
ï
ï

=

=

� �

� �

�

�

�

�

2
130

2
70

65

35
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است؛  دایره  قطر   TE پاره خط  طرفی  از 
نتیجه در  و   TE� �=180 بنابراین

. حالا با توجه به  x = - =180 130 50
  

این کهÆC1 زاویهء بین دو وتر در داخل دایره 
است، مقدار آن به راحتی پیدا می شود:

 ÆC x
1

70

2

50 70

2
60= + = + =

  

  

C مطابق شكل مفروض است.  O r( , ) دايرۀ
چنان  خطی  دايره  خارج  در   M نقطۀ  از 
رسم كرده ايم كه دايره را در دو نقطۀ A و 
باشد،   MA r== اگر است.  كرده  قطع   B

(تمرين کتاب درسی)  bb برابر كدام است؟ 
aa

نسبت
3 25/ )۴  ۳ )۳  2 75/ )2  2 )1

 ،MA r=  گزينۀ «۳» اول شعاع OA را رسم می کنیم. چون
 AOM MÆ Æ= = a نتیجه در  و  متساوی الساقین   OAM مثلث  پس 

AODÆ هر  BOCÆ و است. زاویه های
 AD = a دو مرکزی هستند، پس
به  توجه  با  است، حال   BC = b و
، زاویهء بین امتداد دو وتر  ÆM این که

در خارج دایره است، داریم:
ÆM BC AD= - Þ = - Þ = - Þ = Þ =
 

2 2
2 3 3a b a a b a a b b

a



2۱ فصل اول: دایره   

زاویۀ بین امتداد وتر و مماس همان طور که در شکل زیر می بینید به 
امتداد یک  از برخورد  a که  زاویه ای مثل
وتر و مماس در خارج دایره ساخته می شود، 
می گوییم.  مماس  و  وتر  امتداد  بین  زاویهء 

اندازه اش هم از این رابطه پیدا می شود:

 a = -AB AC 

2  

بر   AC مماس  مقابل  شكل  در 
دايره، با وتر AB از دايره برابرند. 
 C زاويۀ  باشد،   DMB� �== 174 اگر

چند درجه است؟
۳2 )2  ۳1 )1

  ۳۴ )۴  ۳۳ )۳
آن جایی  از   «۱» گزينۀ   
 ABC پس مثلث ،AB AC= که
نتیجه  در  است،  متساوی الساقین 
 ÆB  . Æ ÆB C= = a گفت می توان 
ÆC زاویهء بین  یک زاویهء محاطی و

امتداد وتر و مماس است، پس:

 
Æ

Æ
Æ

B AD AD AD

C AB AD ABAD
C

= Þ = Þ =

= - ¾ ®¾¾¾ = -

Þ

=
=

 



  



2 2
2

2

2

2

2

2

a a

a aa
a

aa a a= - Þ =

ì

í

ï
ï

î

ï
ï AB AB 

2 4
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از طرفی یک دایره کلاً ۳۶۰ درجه است، بنابراین:
BMD AD AB� � � � � �+ + = Þ + + =360 174 2 4 360a a  
Þ = Þ =6 186 31a a   

زاویۀ بین دو مماس همان طور که در شکل زیر می بینید به زاویه ای 

در  مماس  دو  برخورد  از  که   a مثل
خارج دایره ساخته می شود، زاویهء بین 
هم  اندازه اش  می گوییم.  مماس  دو 

می شود:
 a = -AxB AyB 

2  

مکمل  می سازد،  دایره  در  که  کوچکی  کمان  و  مماس  دو  بین  زاویهء 
یکدیگرند. (مجموعشون ۱۸۰ درجه اس.)

 

 

ÆM AyB+ =
¯

� �

�

180

u¬nqM  ·Iµ¨  ́ À ) ¾§Ãa¼¨·Iµ¨
(!´ÄnHkº  ÁnI¨  

AxB
xxIÀIM  ¾¨

 

حواستون باشه که اين نکته فقط برای زاويۀ بين دو مماس برقراره.

پاره خط های BP ،AN ،AM و BQ مطابق شكل زير بر دايره مماس اند. 
زاويۀ MAN به درجه كدام است؟
(خارج ۱۴۰۰)   

۶۵ )2  ۶۰ )1
  ۷۵ )۴  ۷۰ )۳



2۳ فصل اول: دایره   

ابتدا   «۳» گزينۀ   
در  که  نکته ای  کمک  به 
مماس  دو  بین  زاویهء  مورد 
گفتیم، اندازهء کمان PQ را 

محاسبه می کنیم: 
ÆB PQ PQ PQ+ = Þ + = Þ =� � �� � � �

180 60 180 120  
، زاویهء بین دو وتر در داخل دایره است، پس: ÆCاز طرفی

 115 120

2
110

� �� �= + Þ =MN MN  
حالا اگر یک بار دیگر از نکتهء زاویهء بین دو مماس استفاده کنیم، 

خواستهء مسئله به دست می آید: 
 Æ ÆA MN A A+ = Þ + = Þ =� � � � �

180 110 180 70  

قسمت،  این  سؤالات  از  بعضی  در   

مباحث مربوط به زاویه ها را با ویژگی های وترها ترکیب می کنند. در جدول 
زیر تمام قضیه هایی را که باید راجع به وترها بدانید برایتان آورده ام:

شکلعکس قضیهشرح قضیهاسم قضیه

قطر عمود 
بر وتر

هم  و  وتر  خود  هم 
کمان های نظیرش را 

نصف می کند.

یعنی  است،  برقرار 
اگر از مرکز دایره به 
وسط  یا  وتر  وسط 
کمان نظیرش وصل 
وتر  آن  بر  کنید، 

عمود است.
 OH AB^
Û =AH HB

 Û =AM MB 
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شکلعکس قضیهشرح قضیهاسم قضیه

وترهای 
مساوی

1- کمان‌های مساوی 
ایجاد می‌کنند.

2- فاصله‌شان از مرکز 
دایره یکسان است.

یعنی  است،  برقرار 
اندازهء دو کمان  اگر 
طول  باشند،  برابر 
نظیرشان  وتر‌های 
و  است  برابر  نیز 
هم‌چنین اگر فاصلهء 
دو وتر از مرکز دایره 
طول  باشد،  یکسان 
یکسان  نیز  وترها 

خواهد بود.

 AB CD=

 Û =AB CD 

 AB CD=

 Û =OH OH
1 2

وترهای 
نامساوی

وتری  آن‌ها  بین  از 
که  است  بزرگ‌تر 
مرکز  از  فاصله‌اش 
چه  )هر  باشد.  کم‌تر 
وتر بزرگ‌تر، فاصله از 

مرکز کم‌تر(

یعنی  است،  برقرار 
یک  فاصلهء  چه  هر 
کم‌تر  مرکز  از  وتر 
وتر  طول  باشد، 

CD بزرگ‌تر است. AB>

 Û <OH OH
1 2

وترهای 
موازی

محصور  کمان‌های 
هم‌اندازه  آن‌ها  بین 

هستند.

برقرار نیست.  لزوماً 
را  زیر  نقض  مثال 

ببینید.

 AB CD

 Þ =AC BD 
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